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El problema de resolver un problema

En los afios que llevo dentro del comité cientifico de la Olimpiada de Informatica muchas
veces se ha acercado a mi algun alumno o maestro con la siguiente pregunta: “;Qué se
necesita saber para poder resolver un problema de olimpiada?”

La pregunta, claro, suena légica, incluso indispensable, ;Qué otra cosa tiene mas sentido
preguntar cuando vamos a resolver un examen que el temario del mismo? ;Qué hace
cualquier estudiante el dia previo a su evaluacion final sino repasar los apuntes de su
clase? ¢Qué mejor forma de obtener una buena calificacion que resolver algunos
reactivos similares a los del examen con el fin de practicar? ;Qué mejor forma de
asegurar un buen lugar en la Olimpiada, que dominar los temas de los problemas?

Sin embargo, a pesar de que la considero la mejor posible, mi respuesta a dicha pregunta
parece nunca dejarlos satisfechos, de hecho en la junta de lideres de la 4ta OMI hubo un
gran debate sobre la misma. Mi respuesta a la pregunta en cuestién es: “LO QUE UN
ALUMNO NECESITA SABER PARA RESOLVER UN PROBLEMA DE OLIMPIADA, ES
SABER PROGRAMAR, ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA Y SOBRE
TODO TIENE QUE SABER COMO RESOLVER UN PROBLEMA.”

¢, Coémo voy a saber si puedo resolver un problema, si no se de lo que se trata? ;Y qué
tiene que ver? Nuestros métodos educativos nos han acostumbrado a un cierto
esquema. El maestro imparte una clase y luego da tarea sobre el tema que se expuso.
Por ejemplo, se da una clase de ecuaciones cuadraticas y después se pone el siguiente
ejercicio.

“Un granjero tiene un rancho rectangular con un perimetro de 110 metros y un area de
700 metros cuadrados. ¢;Cuales son las dimensiones del rancho?”

El estudiante sabe que para resolver éste problema tiene que usar ecuaciones
cuadraticas, ¢Por qué otra razén lo pondrian como tarea de esa clase? Tarde o temprano
plantea las siguientes dos ecuaciones.

2x+2y=110

xy =700
las que a su vez conducen a la ecuacion cuadratica

x(55—-x) =700

la cual es resuelta usando algunas férmulas vistas en clase, el alumno puede facilmente
despejar x y resolver el problema.

En alguna otra clase sobre geometria se discuten las propiedades de un triangulo. Se
explica el teorema de Pitagoras y se concluye de nuevo con otra serie de problemas para
resolver. El alumno, por supuesto, no tiene ninguna duda de que para resolver dichos
problemas es necesario utilizar el teorema de Pitagoras.
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Sin embargo, se antoja que esa no es la manera correcta de ensefiar. La relacién entre
un problema y un método deberia ser discutida desde la perspectiva del problema,
no del método.

La dificultad a la que se enfrentan las personas cuando quieren resolver un problema del
mundo real, la mayor parte de las veces no es la falta de conocimientos, el verdadero
problema es que en la mayoria de los casos la persona no tiene ni la mas minima idea de
cual conocimiento debe aplicar. Porque desgraciadamente los problemas de la vida real,
igual que los de la Olimpiada, no aparecen en el final del capitulo de un libro.

Con lo que volvemos a mi respuesta para la pregunta original. Para poder resolver
eficientemente problemas de olimpiada, es necesario tener mas que simple conocimiento
de algoritmos. Se requiere una devocion a determinar la mejor combinacion de
acercamientos al objetivo que se desea alcanzar dentro del tiempo disponible.
Reconocer la complejidad real de un problema es un prerequisito para su solucién. Es
importante entender que un problema representa una diferencia entre el estado actual y
el estado deseado. Si no tienes un objetivo definido, entonces no tienes un problema.
Puedes tener una lista de datos y no importa cuantas operaciones realices con ellos
nunca resolveras ningun problema, ya que no tienes ningun objetivo. No hay nada que
resolver.

Resolver problemas de programacion es un arte, y desgraciadamente es un arte caido en
el olvido. En la actualidad resulta mucho mas facil obtener un componente o alguna
rutina de Internet que resuelva un problema parecido al que nos enfrentamos que pensar
en una solucién adecuada. Sin embargo, comunmente en un intento por utilizar un
algoritmo conocido, cambiamos el objetivo a alcanzar simplemente para lograr que
nuestro algoritmo encaje en el problema. Es como si armado con un martillo, y queriendo
atornillar una pija a una tabla, golpearamos la pija con el martillo hasta hacerla entrar.
Aun cuando lograramos hacerla entrar nunca mas se podria destornillar. Armado con un
matrtillo todo parece un clavo.

Desgraciadamente, identificar el método o técnica a utilizar en un problema especifico
dista mucho de ser una tarea trivial. Si fuera facil o hubiera una serie de pasos definidos
para hacerlo, no seria un problema. Sin embargo, aunque no existe el decalogo del
programador si hay una serie de recomendaciones Uutiles a la hora de decidir como
enfrentar cualquier problema.

¢Porqué algunos problemas son dificiles de resolver?

Si conocemos algunas de las razones principales que hacen que comunmente un
problema sea dificil de resolver, entonces tal vez podamos evitar caer en esas trampas.
La mayoria de los problemas son dificiles de resolver por una o varias de las siguientes
razones:

e El numero de soluciones posibles en el espacio de busqueda es tan grande que
prohibe una busqueda exhaustiva por la mejor solucion.

e El problema en si mismo es tan complicado que para poder facilitar cualquier
respuesta tenemos que usar un modelo tan simplificado del problema que cualquier
solucion resulta esencialmente inatil.
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e La funcion de evaluacion que describe la calidad de una solucién posible es ruidosa o
varia con el tiempo.

¢ Las soluciones validas tienen que cumplir tantas restricciones que el simple hecho de
encontrar un solucion valida cualquiera resulta dificil.

e La persona que esta resolviendo el problema no esta suficientemente preparada o
tiene alguna barrera psicolégica que le impide descubrir la solucion.

Naturalmente, esta lista podria extenderse para incluir otros obstaculos, sin embargo,
para empezar, estos son mas que suficientes. Cada uno de estos puntos es un problema
en si mismo. Para poder resolver un problema es necesario entender el problema, asi es
que a continuacion discutiremos brevemente cada uno de estos puntos.

El tamano del espacio de busqueda.

Para empezar, que es un espacio de busqueda. El espacio de busqueda es el conjunto
que contiene todas las posibles representaciones de solucidon de un problema.

Tomemos para ejemplo dos problemas clasicos. El problema de satisfactibilidad
Booleana (SAT) vy el Problema del agente viajero (TSP).

El problema de satisfactibilidad Booleana (SAT) consiste en asignar valores de verdadero
o falso a las variables x;, x,..., X, de modo que una cierta ecuacién Boolena F(x) evalue
a verdadero. Consideremos el siguiente problema de 100 variables:

F(X)=(x;; VX5 VX33) A(X), V X56) Ao A(X, V X3 V X77 V X07)

¢, Cual es el espacio de busqueda en este problema? En realidad, el espacio de
busqueda, contiene todas las posibles representaciones de solucién, por lo que el
tamano del espacio de busqueda depende no tanto del problema sino de la manera que
se seleccione para representar una posible solucion. En este caso por ejemplo, cada
variable puede tomar dos valores VERDADERO o FALSO. Nosotros podriamos decidir
representar estos valores como VERDADERO = 1, FALSO = 0. Y crear una cadena de
100 numeros (1 6 0) donde el numero i representa el valor de la variable x.. El espacio de
busqueda contiene todas las representaciones posibles, es decir todas las cadenas de

100 (0’s o 1’s) posibles, la cardinalidad de este conjunto es por tanto |S|=2"" ~10%.

jEste es numero muy grande! Tratar de buscar una solucion correcta entre todas estas
esta completamente fuera de cualquier posibilidad. Suponiendo que tuvieramos una
computadora capaz de comprobar 1000 de estas cadenas cada segundo y suponiendo
que hubiéramos empezado a usar dicha computadora en el inicio del tiempo, es decir
hace 15,000,000,000 de afios, justo durante el Big Bang, al dia de hoy no habriamos
terminado de analizar ni siquiera el uno porciento de todo el espacio de busqueda.

Lo que es peor, no es trivial encontrar una funcidon de evaluacion que nos indique “que tan
buena” es una solucion, ya que para cualquier cadena, si al evaluarla obtenemos
verdadero, entonces resolvimos el problema, pero si obtenemos falso, no hay forma de
saber que tan cerca estamos de una solucion correcta. Hay algunos otros problemas que
se antojan mas faciles que SAT debido a que tienen una funcién de evaluacién natural,
que permite saber que tan buena es un solucion dada. Tal es el caso de nuestro
segundo problema de ejemplo.
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El problema del Agente Viajero es el siguiente: Se tiene una lista de ciudades y un
agente viajero. El agente inicia su recorrido desde una ciudad arbitraria y debe visitar
todas y cada una de las ciudades en la lista, visitando cada ciudad unicamente una vez y
volviendo al final del recorrido a la ciudad inicial. El objetivo del problema es encontrar el
recorrido tal que el costo del viaje sea el minimo posible. Por costo del viaje se entiende
la suma de los costos de viajar de una ciudad a otra. Aqui, dependiendo del
planteamiento del problema, el costo puede ser la distancia fisica entre ciudades, o puede
estar dada por una combinacién de factores externos como, trafico, calidad de la
carretera, horarios de accesibilidad, etc.

TSP con 6 ciudades

De nuevo, antes de cualquier cosa es necesario dimensionar el espacio de busqueda.
Como habiamos dicho antes, el espacio de busqueda depende de nuestra representacion
de la solucién, por lo que primero es necesario decidir la manera en la que vamos a
representar una solucion.

Noten que el problema puede tener muchas variantes diferentes, por ejemplo, puede ser
que no cueste lo mismo irdejajqueirdejai. En este caso estariamos frente a un TSP
asimétrico. O puede ser que estando en la ciudad x no sea posible ir a la ciudad y, ya
que no existe un camino entre estas dos ciudades. Asi pueden pensarse muchas otras
variantes. Para este ejercicio, sin embargo, consideremos un TSP simétrico en el que
todas las ciudades tienen caminos a todas las demas ciudades. Para dicho caso una
posible representacion de solucién es una permutacion de los numeros 1 al N donde cada
numero representa a una ciudad en el mapa.

Teniendo la representacion de la solucion es posible dimensionar el espacio de
busqueda. Si se tienen N ciudades, el numero de permutaciones posibles es de n!, sin
embargo, como el recorrido es ciclico (se vuelve a la ciudad en la que se empezd), las
dos siguientes soluciones son iguales,

1-5-8-2-..-34 5-8-2-..-34-1

como el TSP es simétrico, cada solucidn se puede representar de 2n formas diferentes,
lo que nos deja con un espacio de busqueda de

n _ (n-1)
2n 2
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Para poder apreciar el aumento en el tamano del espacio de busqueda consideren los
siguientes casos:

e Un TSP con 10 ciudades tiene aproximadamente 181,000 soluciones posibles.

e Un TSP con 20 ciudades tiene aproximadamente 10,000,000,000,000,000
soluciones posibles.

e Un TSP con 50 ciudades tiene aproximadamente 100,000,000,000,000,000,000,
000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000 soluciones posibles.

Como se puede ver, el espacio de busqueda de un TSP de 50 ciudades es
inimaginablemente grande.

Puede apreciarse entonces, que problemas que de entrada parecen faciles se convierten
en problemas dificiles simplemente por el hecho de que la cantidad de soluciones
posibles entre las que hay que buscar es muy grande. Por lo mismo es indispensable
que antes de decidir la manera de atacar el problema, dimensionen correctamente el
espacio de busqueda de forma que tengan un mejor conocimiento del problema al que se
enfrentan.

Modelar el problema.

Es importante darse cuenta que cuando resuelven un problema en realidad estan
encontrando la solucién para el modelo que ustedes crearon del problema. Esto
convierte al proceso de resolver un problema en dos etapas distintas: (1) crear un modelo
del problema, (2) usar el modelo para obtener una solucion.

La “solucién”, es por tanto, valida Uunicamente dentro de los términos del modelo. Si el
modelo tiene un alto grado de fidelidad, la solucién resulta mas confiable. Sin embargo,
si el modelo se basa en muchas suposiciones o aproximaciones, la solucion puede
convertirse en algo que no tiene ningun significado, o incluso convertirse en una solucion
totalmente falsa.

Las formas candnicas del SAT y el TSP pueden aplicarse a una gran cantidad de
escenarios diferentes. Sin embargo es importante tomar en cuenta las restricciones de
cada problema y no querer ajustar el problema a un cierto modelo del que se conoce la
solucion.

Para demostrar lo importante que resulta el modelo utilizado veamos el siguiente ejemplo.

Hay un circulo R de radio 1 dibujado en el suelo frente a ti. Una linea recta L de longitud
infinita (en ambas direcciones) es trazada en el suelo de manera que se intersecte con el
circulo. ¢Cual es la probabilidad p de que la longitud / de la cuerda creada por la

interseccion de la linea y el circulo sea mayor o igual a ﬁ ?

Antes de considerar diferentes posibilidades revisemos algunas cuestiones geométricas.
Se sabe que un triangulo equilatero inscrito en un circulo de radio 1 T tiene una longitud

de ﬁ y que el radio del circulo r inscrito en el triangulo T es 0.5 (ver figura).
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Circulo R, Triangulo equilatero Ty circulo inscrito r

MODELO 1.

Sabemos que la longitud / de la cuerda puede variar de 0 a 2, ya que 2 es el diametro del
circulo R. Consideremos el punto medio de la linea m. Si m esta dentro de r entonces

[> ﬁ si m esta dentro de R pero no en el interior de r entonces | < ﬁ Como el punto

medio m puede estar en cualquier lugar dentro de R, la probabilidad de que caiga dentro
de r esta determinada por la razon del area entre ry R. Por lo tanto

MODELO 2.

Tracemos un diametro arbitrario en R, posteriormente, giremos R para que el diametro
trazado y L sean perpendiculares. Ahora solo es necesario observar la mitad del circulo
debido a que la longitud de la cuerda debe ser menor o igual al diametro de R. El punto
medio de la cuerda puede estar a menos de 0.5 del centro de R o no. Si esta a menos de

0.5 del centro entonces su longitud es mayor o igual a -/3. De otra forma es menor a

/3. Por lo tanto la probabilidad puede ser determinada por la razén entre los diametros
deryR.

MODELO 3

Tomemos un punto fijo arbitrario A en la circunferencia de R. Posteriormente podemos
girar el circulo R hasta que el punto A pertenezca a la linea L. Ahora tracemos una linea

L, que sea tangente a R en el punto A. Se puede observar que el angulo ¥ entre las
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yis 2n
lineas L y L, nos puede determinar la probabilidad. Si §£y S? entonces el punto

medio estara dentro de r lo que nos da una longitud /> /3 . Por el otro lado si 0<y <7;

7

2
o} ;T<y <1 entonces [ <-/3. Debido a que hay © posibles radianes y que un tercio

de ellos nos dan la longitud deseada, entonces la probabilidad esta dada por

¢,Cual de estos tres modelos es correcto? Pareciera que los tres casos son razonables y
las tres soluciones halladas para p tienen sentido, sin embargo todas son diferentes.

La razon de la variacion depende de que cada modelo hace suposiciones diferentes
sobre como se trazé la linea infinita. La suposicion en el primer modelo fue la de que el
punto medio de la linea podia caer en cualquier parte del circulo sin que ningun punto o
region tuviera mejor probabilidad que cualquier otro. Trata de hacer explicitas las
suposiciones para el segundo y tercer modelo y te daras cuenta de porque difieren los
resultados.

Es importante por tanto, fijarse bien en el modelo del problema, ya que una suposicién
implicita puede llevar a resultados drasticamente diferentes. Imaginen la cantidad de
problemas que esto puede acarrear en una situacion mas complicada.

La funcién de evaluacién varia con el tiempo.

La funcién de evaluacion es la que nos permite saber si una soluciéon es valida o que tan
“‘buena” es esa solucién comparada con otra. En un caso general la funcion de
evaluacion toma como argumento una posible solucién y devuelve un valor numérico que
indica que tan cerca se esta de la solucion 6ptima. Resulta obvio que una funcién de
evaluacién correcta debe devolver el maximo valor, cuando la solucidn para el modelo es
la 6ptima.

Hay problemas que presentan una funcién de evaluacién natural, como el caso del TSP,
en este problema, para evaluar la “calidad” de la solucidn basta con sumar los costos del
recorrido, la solucion dptima es la que tiene menor costo y la peor solucion es la de mayor
costo. Sin embargo no siempre resulta tan sencillo obtener una funcién de evaluacion.
Por ejemplo en el caso de SAT, al evaluar la expresion booleana con una serie de
valores, simplemente se obtiene un resultado VERDADERO o FALSO, pero esto no nos
indica que tan “buena” es la solucion, o que tan cerca esta de ser 6ptima, puede ser que
con solo cambiar el valor de una variable nuestra expresion evalie a VERDADERO o
puede ser que sea necesario cambiar 50 valores, la funcidn de evaluacion no nos dice
nada.
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Por si el hecho de encontrar una buena funciéon de evaluacidon no fuera suficiente
problema, hay veces que la funcion de evaluacion varia en el tiempo. Supongamos por
ejemplo el caso de que el agente viajero en TSP tuviera que pasar por la ciudad de
México, y el carro del agente no puede circular ese dia debido al programa “hoy no
circula”. Tomando en cuenta esta restriccion, el agente sélo puede visitar la ciudad de
México entre las 10 pm y las 5 am, lo que obliga a que nuestra funcion de evaluacién
varie en el tiempo, ya que entre las 5am y 10pm cualquier recorrido que pase por la
ciudad de México deberia dar un costo de recorrido infinito, sin embargo, si es después
de las 10pm, el costo seria el normal.

Es muy importante el poder visualizar cual es la mejor funcién de evaluacién buscando
que esta sea correcta y de la maxima informacion posible acerca de la solucion.

El problema de demostrar cosas.

Aunque podria parecer extrafio, en nuestro intento por resolver problemas, muchas veces
los hacemos mas dificiles de lo que en realidad son. Existe un fenédmeno entre las
personas, el cual hace, que si le pides a alguien que encuentre la solucién a un problema,
la hallardn mucho mas sencillo que si les pides que demuestren algo acerca de la
solucién.  Aun cuando ambas tareas resultan iguales desde un punto de vista
matematico.

Por ejemplo, piensa en cualquier problema matematico con un cierto grado de dificultad.
La tarea del problema podria ser encontrar un cierto valor, puede ser la altura de un
edificio, la distancia entre dos puntos, etc. Por ejemplo el siguiente problema. Te toma 4
horas llenar una alberca usando una tuberia ancha, y 6 horas llenar la misma alberca con
una tuberia delgada. ;Cuantas horas tardarias si usaras ambas tuberias? Como el
problema esta formulado en el sentido de “Encuentra el valor de x” resulta sencillo de
resolver, pero por alguna razén si se cambia la formulacién del problema a: demuestra
que el tiempo requerido para llenar la alberca usando ambas tuberias es menor a 2 horas
con 25 minutos, menos personas seran capaces de resolverlo. Aun a pesar del hecho de
que el problema no cambio en lo absoluto.

Una posible razéon de la aversion a hacer demostraciones es que la mayoria de las
personas no tiene experiencia en demostrar cosas y no tiene idea de como empezar.

Demostrar las cosas no es mas dificil que resolverlas y no debes amedrentarte por el
hecho de analizar matematicamente un problema o de demostrar alguna caracteristica
del mismo. Mientras mejor comprendas el problema te sera mas sencillo encontrar una
solucién.



